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MATHEMATICS 
GLEICHVERTEILUNG IN KOMPAKTEN, TOPOLOGISCHEN 
GRUPPEN 
VON 
L. KUIPERS UND P. A. J. SCHEELBEEK 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of February 29, 1964) 
B. ECKMANN [l] hat eine Definition von gleichverteilten Folgen in 
kompakten, topologischen Gruppen gegeben. Es sei G eine beliebige 
kompakte Gruppe. Ist M eine abgeschlossene Teilmenge von G, so 
bezeichnet Eckmann mit p,(M) das invariante Haarsche Mass von M; es 
sei so normiert dass p,(G) = l ist. Eine abziihlbare Folge von Punkten 
XI, X2, ••• nennt er in G gleichverteilt, wenn folgende Beziehung erfiillt 
ist: N(M) sei die Anzahl derjenigen unter den Punkten XI, x2, ••• , XN, die 
in M liegen; fur jede abgeschlossene Teilmenge M (von G), deren Rand 
dass Mass 0 hat, ist lim N(M)fN =p,(M). Mit Hilfe von Darstellungen 
N->-oo 
von Gruppen ist es ihm gelungen ein Kriterium fiir Gleichverteiluri.g in 
kompakten, topologischen Gruppen aufzustellen. Ist g eine Darstellung 
der kompakten, topologischen Gruppe G, so bezeichnen wir fiir jedes 
x E G mit g(x) die Matrix, welche x darstellt. Die ,identischel\" Darstel-
lungen, bei welchen g(x) fiir alle x E G die Einheitsmatrix E ist, nennen 
wir trivial. 
Es sei (x.) eine abziihlbare Punktfolge in G. 
KRITERIUM, [1, p. 259]. Wenn fur alle nicht trivialen irreduziblen 
Darstellungen g von G 
l N 
lim N I g(x.) = 0 
N-..oo •-1 
ist, dann sind die x. in G gleichverteilt. 
Eckmann nennt das Element a E G bei der Darstellung g fixpunkt-
frei, wenn g(a), als lineare Transformation eines Vektorraumes V auf-
gefasst, ausser dem Ursprung von V keinen Fixpunkt besitzt; dies 
bedeutet, dass die Matrix g(a) nicht l zum Eigenwert hat, also dass die 
Determinante jg(a)-Ej *0 ist. Er beweist nun den folgenden Satz: 
W enn das Element a der kompakten Gruppe G bei allen nichttrivialen 
irreduziblen Darstellungen von G fixpunktfrei ist, dann sind die Potenzen 
von a mit ganzen Exponenten in G gleichverteilt. In diesem Falle ist die 
Gruppe monothetisch, d.h. die abgeschlossene Hiille einer zyklischen 
Untergruppe, also ist sie abelsch. Die irreduziblen Darstellungen sind 
dann Charaktere. 
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Im folgenden beweisen wir eine Erweiterung dieses Satzes, namlich 
eine Eigenschaft einer Folge von Produkten von Potenzen einer Anzahl 
von Elementen at(i= l, 2, ... , k) aus G. 
Satz. Sind at(i= 1, 2, ... , k) Elemente einer kompakten topologischen 
Gruppe G und ist mindestens eines dieser Elemente fixpunktfrei bei allen 
nicht-~rivialen irreduziblen Oharakteren von G, dann ist die Folge von 
Elementen geschrieben in der Form lf'(l), lf'(2), ... , wobei lf'(i) den Satz 
ali, ali-I lt:l, ... , ali-I a~c, ali-2 a22, ali-2 a2aa, ... a2t, ... , a1-t, ... , at:.l a~c, 
a1c-1 a~ci-1, a~ci (i= 1, 2, ... ) darstellt, in G gleichverteilt. 
Hilfssatz 1. Ist W~ci die Anzahl von Wiederholungskombinationen 
von i aus k Elementen, dann ist 
N 
lim ("! W~ci)fN" = {k(k-1)!}-1. 
N-+oo i~l 
Beweis. W~ci=(k+i-1)!/i!(k-1)! Nun ist (k+i-l)!ji! ~ (i+ 1)k-l. 
Weiter ist wohlbekannt dass 
N 
lim(.~; (i+1)k-l)j(N+1)"=1/k. 
N-+oo i~O 
Wir haben also 
lim inf (_f W~ct)jNk ~ k(k~ -1)1 N-..oo •~1 · 
Auch ist (k+i-1)!/i! ~ (k+i-1)k-l und 
N k+N-1 ! Wki < ( ! sk-1)/k-1)! 
i~1 s~l 
Es folgt under Benutzung der ebenerwahnten Limesbeziehung 
li~_!,!!P (i! W~ct)jNk ~ k(k~ l)T 
Damit ist der Hilfssatz l bewiesen. 
Kiirzend bezeichnen wir im folgenden das Symbol 
mit cp~c(N) und die Anzahl der Glieder in der Doppelsumme cp~c(N) mit 
Mk(N). 
Hilfssatz 2. Sei jetzt k-;;;;.2. Um unsren Satz zu beweisen genugt es 
zu zeigen dass 
lim {cp~c(N) X(ara, ... aik)}/Mk(N) = 0, 
N-+oo 
fur alle nicht-trivialen Oharacteren X(x) von G. 
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Beweis. Wir betrachten eine Teilfolge von m Elemente der im Satz 
angegebenenFolge.Zu jedemmgibt es einNso dassMk(N)~m<Mk(N + 1). 
Leicht beweist man dass beim Limesiibergang m --+ oo der absolute Betrag 
der Summe der Glieder X(a1A.. ... aik) mit N<.A.1+.A.2+ ... +.A.k<N+1 
dividiert durch m nach Null strebt. Denn dieser Ausdruck ist niemals 
grosser als {Mk(N + 1)-Mk(N)}/Mk(N). Nun ist die Anzahl Mk(N) der 
N 
Glieder in der Doppelsumme cp(N) gleich z Wki· Deshalb ist 
(~1 
l . Mk(N + 1)-Mk(N) 1. (k+N)! liD =Ill 
N-+00 Mk(N) N-+00 (N + 1)! (k-1)! Mk(N) 
_ 1. (N +2)(N +3) ... (N +k) _ 0 
- N~ Nk(k-1)! - . 
Hilfssatz 3. Sind at(i=1, 2, ... , k) Elemente einer kompakten topo-
logischen Gruppe und ist mindestens eines der Elemente fixpunktfrei bei 
allen nicht-trivialen Charakteren, dann gibt es eine Zahl C > 0 und unab-
hangig von N derart dass 
Beweis. Wir wenden Induktion nach k an. Sei k= l. Dann haben 
wir ([1], S. 261) 
f X(aA) = f {X(a)Y = X(a). {X(a)}N -1 = X(a). X(aN)-1' 
A~l A=l X(a) -1 X(a) -1 
da man den an dritter Stelle stehenden Quotienten wegen X (a)- bb 0 
einfach ausdividieren kann. Es gibt also ein C derart dass 
N 
I z X(aA)i <C. 
A~l 
Wir setzen nun die Giiltigkeit der Behauptung fur k- 1 (k ~ 2) Elemente 
voraus. Weil die Gruppe abelsch ist, diirfen wir annehmen, dass a1 bei 
allen nicht-trivialen Cha.rakteren :fixpunktfrei ist. Wir zerlegen jetzt die 
Doppelsumme cpk(N) X(a1A, ... alk) folgendermassen in N + 1 Teile: 
cpk(N) X(a/• ... ai:t) = cpk(N){X(a1)Y• ... {X(ak)Yk = 
= c/Jk-l(N){X(al)}A, ... {X(ak-l)Yk-1 
+ cpk-l(N -1) {X(a1)}A.. ... {X(ak-l)Yk-1 · X(ak) 
+ cpk-l(N- 2) {X(a1)Y• ... {X(ak-l)Yk-1 · {X(ak)}2 
+ ... 
+ c/Jk-1(1) {X(a1)Y• ... {X(ak_1)Yk-1. {X(ak)}N-1 
+{X(ak)}N. 
Der absolute Wert jedes Gliedes auf der rechten Seite ist unserer 
Induktionsvoraussetzung gemass kleiner als C(N + 1)k-2. Weil es N + 1 
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solche Glieder gibt, haben wir 
!c/Jk(N) X(a1At ... aik)! < O(N + 1)k-1. 
Um den Satz zu beweisen brauchen wir nur zu bemerken dass 
J~ Mk~N) !c/Jk(N) X(a1At ... aik)! 
< . O(N + 1)k-1 =J~ Mk(N) 
. O(N +1)k-1 
= hm Nk 
N-+oo 
(Hilfssatz 2) 
(Hilfssatz 3) 
(Hilfssatz 1). 
An wend ung. Wir betrachten die Kompakte topologische Faktor-
gruppe K =RfD, wobei R die additive topologische Gruppe der reellen 
Zahlen und D die additive Gruppe der ganzen Zahlen ist. Dann gibt: 
Sind a~, a2, ... , ak feste reelle Zahlen und ist mindestens eine dieser Zahlen 
irrational, dann ist die Folge 
gleichverteilt modulo 1. 
Technische Hogeschool, Delft 
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